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1. Introduzione

La logica lineare (Girard, 1987) rappresenta un’area di ricerca nuova ed interes-
sante, sia dal punto di vista teorico, che dal punto di vista delle sue possibili
applicazioni, in particolare nell’ambito delle discipline computazionali e linguisti-
che. Per quanto riguarda la dimensione del linguaggio, si tratta di un territorio
per molti aspetti inesplorato, come & stato sottolineato da J. Y. Girard (1995), che si
presta allo scambio interdisciplinare ed alla produzione di nuovi modelli interpre-
tativi. La versione della logica lineare chiamata logica non commutativa (Abrusci,
1991; Abrusci e Ruet, 1999) nasce dall’esigenza di sviluppare una logica sensibile
non solo al numero e all'uso delle risorse, ma anche al loro ordine, proprieta di-
stintiva delle espressioni e dei contesti linguistici; questa logica ammette sia una
formulazione classica, che una formulazione intuizionista. E stato lo studio delle
proprieta della formulazione intuizionista che ha portato alla scoperta delle sue
relazioni con il calcolo per il linguaggio naturale o Syntactic Calculus introdotto
nel 1958 dal matematico canadese J. Lambek (1958): il Calcolo di Lambek & sta-
to, ed e tuttora, oggetto di studio nell’ambito della logica, dell'informatica e della
linguistica teorica

L’aspetto forse pitt promettente degli studi recenti in questo campo & rappre-
sentato dalla diretta corrispondenza individuata tra i due connettivi del Calcolo
di Lambek, left slash: “\" e right slash: “/”, che presiedono alla generazione dei tipi
sintattici, e le due implicazioni: post-implicazione “—o” e retro-implicazione “o—"
della logica lineare non-commutativa, a loro volta formulabili nei termini dei con-
nettivi par: “%”, times: “®” della logica lineare moltiplicativa In particolare, &
stato dimostrato che il Calcolo di Lambek corrisponde al frammento moltiplicati-
vo della logica lineare non-commutativa intuizionista senza esponenziali (Abrusci,
1991; Casadio e Lambek, 2001; Abrusci, 2002).

IPer un quadro degli studi sul Calcolo di Lambek e le sue recenti applicazioni a livello logico e
linguistico si richiamano Van Benthem (1988), Van Benthem (1991), Morrill (1994), Morrill (2010) e
Moortgat (1997)

ZPrecisamente, nel calcolo PNCL (Pure Non-commutative Classical Linear propositional logic (Abru-
sci,{1991)) la post-implicazione lineare “—o” corrisponde all’'operazione “\” del Calcolo di Lambek,
e la retro-implicazione lineare “o—" corrisponde alla operazione “/”. Sulla base della definizione
delle due implicazioni in PNCL, valgono le seguenti equivalenze: A —0 B =AL % BeBo— A =

B %3 LA, dove ()* (post-negazione) e () (retro-negazione) sono le due negazioni ammesse dalla logica
lineare non-commutativa.
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La logica lineare non-commutativa introduce una prospettiva dinamica in base
a cui la comunicazione linguistica & analizzata come un processo che puo svilup-
parsi ed essere afferrato da diversi punti di vista. Questa prospettiva dinamica
consente di considerare sotto una nuova luce le grammatiche logiche per il lin-
guaggio naturale, come la grammatica di Montague o le grammatiche categoriali
che, richiamandosi al principio fregeano di composizionalita del significato, as-
segnano un ruolo basilare alla relazione funzione-argomento nella classificazione
ed organizzazione delle risorse linguistiche (Van Benthem, 1991; Moortgat, 1997}
Morrill, 2010). Le grammatiche dei tipi logici, assumendo l'impostazione di teoria
delle dimostrazioni in base a cui i processi sintattici (e semantici) di una lingua
possano essere rappresentati nei termini di inferenze logiche, si propongono di
ottenere 1'insieme delle espressioni ben formate, ed in particolare delle frasi, come
risultato di appropriate dimostrazioni. In questo quadro, ha particolare rilievo il
metodo delle reti di dimostrazione (proof nets), introdotti nell’ambito della logica
lineare per fornire una rappresentazione geometrica dei processi logici messi in at-
to da una dimostrazione. L'impiego dei proof nets e la concezione ad essi associata
di una geometria dell’interazione, hanno rappresentato una scelta metodologica
importante che consente di afferrare e comprendere in modo immediato le pro-
prieta logiche delle dimostrazioni, fornendo inoltre uno strumento proficuo per
I'analisi formale delle lingue naturali.

2. La distinzione funzione argomento

Le grammatiche dei tipi logici si ispirano a due fondamentali orientamenti della
analisi semantica del linguaggio naturale: la teoria delle categorie di significa-
to formulata all'inizio del secolo da Edmund Husserl e la teoria composizionale
del significato di Gottlob Fregeﬂ Le Bedeutungskategorien di Husserl richiamano
la concezione aristotelica delle parti del discorso, ma in un nuovo quadro teo-
rico che rimanda alle ricerche sul significato di Bolzano e Frege. Nell’analisi di
Husserl il discorso si struttura in parti che esibiscono due fondamentali aspetti
relativamente al modo in cui si costituisce il loro significato: alcune parti, come
nomi o enunciati, sono significative di per sé stesse, ovvero sono dotate di un si-
gnificato indipendente. Altre parti, al contrario, non sono significative di per se
stesse, ma hanno bisogno di essere completate per dare luogo ad una espressione
dotata di significato; si tratta delle parole sincategorematiche, come ¢, o, ¢, la cui
funzione linguistica dipende dal significato dell’intero enunciato (o contesto) che
contribuiscono a determinare. La connessione dei significati, che e alla base del-
l'articolazione linguistica, ¢ il risultato della combinazione di parti incomplete con
parti adeguate a completarle.

311 tema delle categorie di significato & analizzato nelle Ricerche Logiche di Husserl, in particolare
nella Terza e nella Quarta Ricerca (Husserl, [1913); per una analisi della teoria del significato di
Husserl si veda Casadio (2011). Per la teoria del significato di Frege si vedano Frege (1892) e Frege
(1893/1903) e per la corrispondenza con Husserl Frege (1976).
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La distinzione tra significati indipendenti o completi vs. significati non indi-
pendenti o incompleti &€ molto vicina al modo in cui Frege caratterizza la nozione
di funzione come espressione ‘insatura’ che richiede di essere completata da ar-
gomenti appropriati per dare luogo ad un certo valore. Frege riconosce, inoltre,
una relazione diretta tra espressioni complete (nomi propri o enunciati) e funzio-
ni, dal momento che una funzione, insatura, puo¢ sempre essere ricavata da una
espressione completa, mediante l'individuazione di una sua parte come variabi-
le (Frege, 1893/1903). Raccogliendo in un unico quadro teorico questi risultati,
come avviene nell’ambito delle ricerche sviluppate dalla Scuola Logica Polaccaﬁ
otteniamo alcuni principi che svolgono un ruolo basilare nell’analisi semantica del
linguaggio naturale: (i) vi sono parti del discorso che sono incomplete; (ii) tali
parti del discorso corrispondono a funzioni che possono essere rappresentate, me-
diante appropriate notazioni algebriche o logiche, come categorie funtoriali; (iii)
I'articolazione linguistica e il risultato di processi di saturazione delle categorie
delle funzioni con gli argomenti appropriati, dando luogo a valori che sono entita
complete, in particolare le proposizioni.

Poiché una funzione & identificata dalle categorie dei suoi argomenti e dal-
la categoria del valore che risulta per quegli argomenti, la notazione algebrica
introdotta da Kazimierz Ajdukiewiczﬂ si ¢ dimostrata particolarmente adeguata
nell’ambito dei modelli orientati ad utilizzare funzioni per analizzare formalmen-
te il linguaggio naturale. Tale notazione rappresenta i simboli di funzione (funtori)
mediante indici frazionari. L'indice frazionario associato ad un funtore prende al
denominatore gli indici degli argomenti della funzione corrispondente e al nu-
meratore l'indice del valore assunto dalla funzione. Si ottiene cosi la notazione
standard di una grammatica categoriale in cui A/B é il simbolo di una funzione
che per un argomento di tipo B assume un valore di tipo A:

funtore: A/B argomento:B
A

corrispondente all’operazione di applicazione funzionale che in una grammati-
ca a costituenti immediati e rappresentata dalla regola di riscrittura (regola di
cancellazione o eliminazione):

A/B B— A

Ad esempio, un verbo transitivo come dare, & analizzato come un’espressione in-
completa corrispondente ad una funzione che richiede due argomenti: 1’oggetto
diretto: SN; e l'oggetto indiretto: SN,. L’applicazione della categoria che cor-
risponde a tale funzione, alle categorie degli argomenti, genera come valore la
categoria dell’espressione risultante, il predicato verbale:

4’ approfondimento e la formalizzazione della teoria del significato di Husserl ha caratterizza-
to la Scuola Logica Polacca in un ambito di ricerche dedicate ai fondamenti della matematica ed
all’analisi formale del linguaggio. Si veda in proposito McCall e Ajdukiewicz (1967).

5Si veda Ajdukiewicz (1935), il noto saggio dedicato alla connessione sintattica, comparso sul
primo numero della rivista Studia Philosophica.
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dare: (SV/SN,)/SNj , un libro: SNj , a Maria: SN, —
dare un libro a Maria: SV .

In base alla distinzione tra espressioni complete ed incomplete, Frege divide i se-
gni linguistici in due categorie: (i) la categoria dei nomi propri, a cui appartengono
le espressioni complete (che non hanno posti per argomento); (ii) la categoria dei
nomi di funzione, a cui appartengono le espressioni incomplete (che hanno uno o
piu posti per argomento). La prima classe include i nomi di oggetti (nomi propri,
descrizioni definite), gli enunciati (come nomi dei particolari oggetti che sono i
valori di verita) ed, in generale, i nomi dei corsi di valori delle funzioni.

La nozione di funzione puo essere estesa a qualsiasi segno linguistico in cui
un costituente e lasciato indeterminato: una funzione é ottenuta rimuovendo una
o pitt occorrenze di un’espressione completa (un nome proprio) da un’espressione
completa. Si hanno cosi gli ingredienti essenziali per definire un insieme di tipi
logici per il linguaggio naturale a partire da una base finita costituita dai due tipi
N (nomi) ed S (enunciati), come nel calcolo formulato da Geach (1972), in cui,
rimuovendo una espressione di tipo :N da un enunciato di tipo :S, si ottiene il tipo
:5/N di una funzione di primo livello corrispondente ad un predicato:

Socrate :N sogna :S/N — Socrate sogna :S

mentre, rimuovendo una espressione di tipo :S/N da un enunciato, si ottiene
una funzione di secondo livello di tipo :S/(S/N), come nel caso dei sintagmi
quantificazionali:

Ogni uomo :S/(S/N) sogna :S/N — Ogni uomo sogna :S

Queste sono le assunzioni su cui sono state fondate le grammatiche categoriali di
Ajdukiewicz (Ajdukiewicz, [1935), Bar-Hillel (Bar-Hillel, 1953; Hillel et al., |1960) e
il calcolo sintattico di Lambek (Lambek, [1958)).

3. Calcolo di Lambek

Lambek presenta il suo calcolo sintattico in due noti articoli: The mathematics of
sentence structure del 1958 (Lambek, 1958) e On the calculus of syntactic types del
1961 (Lambek, 1961). Il calcolo fornisce una procedura effettiva per determinare
le frasi di una lingua (naturale o formale) e lo studio delle sue proprieta logiche
e matematiche ha dimostrato che puo essere applicato in modo proficuo a diversi
ambiti di indagine dalla linguistica, alla analisi computazionale alla traduzione
automatica.

I Calcolo di Lambek (L) & un sistema deduttivo che definisce un insieme di tipi
logici o sintattici ed e chiuso rispetto alle tre operazioni binarie A e B (prodotto),
C/B (C over B), A\C (A under C), in cui M e un sistema moltiplicativo (monoide)
con identita I (per ogni A, B,C € M):

a. AeB={xyeM[xeAAyecB]
b. C/B={xeM]|VyeB, xyeC}
c. A\C={yeM|V¥xeA, xyeC}
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I teoremi elencati in (3) sono dimostrabili in L sulla base degli assiomi in (2) e
delle regole di inferenza in (1) (per ogni A, B, C € M):

(1) a. AeB—=C <« A— C/B (implicazione o divisione a destra)
. AeB— C <+ B— A\C (implicazione o divisione a sinistra)
¢ A—B,B—C= A — C (transitivita)
(2) X — X (identita)
(AeB)eC <> Ae(BeC) (associativa)

IS

3) (A/B) « B — A (cancellazione a destra)
A o (A\B) — B (cancellazione a sinistra)
B — (A/B)\A (type raising)

B — A/(B\A) (type raising)

(A\B)/C < A\(B/C) (associativita)
(A/B)/C <> A/(C ¢ B) (def. o)

(A/B) e (B/C) = (A/C) (composizione)
A/B — (A/C)/(B/C) (Geach law)

5o e an T

Il sistema moltiplicativo M non & necessariamente associativo: se si ammette la
proprieta associativa (2b) come in Lambek (1958), M e un semigruppo che con-
sente di formare liberamente costituenti a destra o a sinistra (unbracketed strings);
se non viene ammessa la proprieta associativa si ottiene il sistema piu1 restrittivo
formulato in Lambek (1961) e studiato in numerose applicazioni linguistiche (si
vedano in proposito Moortgat (1997), Morrill (2010) e Morrill (1994)).

II calcolo sintattico L (generato dal sistema moltiplicativo M) puo essere pensa-
to come un sistema universale di regole che si applica ad un dizionario specificato
per una certa lingua (naturale o formaleﬂ definendo appropriati insiemi di parole
(o stringhe di parole) chiamati tipi sintattici, in cui S & il tipo degli enunciati di-
chiarativi o frasi della lingua, N ¢ il tipo dei nomi come Mary, John. Partendo da
questi due tipi di base, applicando le regole del calcolo L, possono essere derivati
i tipi dei vari costituenti di un enunciato (elencati nel Lessico B), come NP (sintag-
ma nominale), VP (sintagma verbale), PP (sintagma preposizionale), ecc., nei cui
termini si puo dimostrare se una certa sequenza di tipi sintattici, assegnata ad una
stinga di parole della lingua, & una frase grammaticale della lingua.

6Facciamo qui riferimento alla lingua inglese, daremo quindi alcuni esempi relativi alla lingua
italiana.
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a. B=[N,NP, 9]

b. if Mary — NP and Mary works — S,
then works — NP\S ;

c. if apple = N and an apple — NP,
then an — NP/N;

d. if Mary ate an apple — S and Mary — NP,
then ate an apple — NP\S;
if an apple — NP, then ate — (NP\S)/NP .

Di seguito presentiamo la derivazione di alcune frasi della lingua italiana, usando
la procedura inferenziale in base a cui ogni applicazione di una regola del calcolo
L ¢ indicata dal simbolo scritto a fianco della linea orizzontale.

CaLcoro SINTATTICO L: Applicazione a destra / vs. a sinistra \

a. Maria mette una tovaglia nuova sul tavolo.

b. mette (una tovaglia nuova) (sul tavolo)
(VP/PP)/NP NP
VP/PP PP
VP /
c. Maria (mette una tovaglia nuova sul tavolo)
NP VP =NP\S
S \

a. Gianni corre velocemente sotto la pioggia.
b. corre velocemente (sotto la pioggia)

VP VP\VP
VP VP\VP
VP \
c. Gianni (corre velocemente sotto la pioggia)
NP VP =NP\S
S \

CaLcoLo SINTATTICO L: Type Raising o Expansion: Exp

a. Molte ragazze partono domani.
b. (Molte ragazze) (partono domani)

__ NP pob
S/(NP\S) NP\S
S /




Atti del Convegno «Compter parler soigner» 7

4. Logica Lineare Non-commutativa

Il Calcolo di Lambek L ha una traduzione naturale nella logica lineare non-com-
mutativa (Non-commutative Linear Logic: NLL), un sistema della logica lineare che
si ottiene escludendo le regole strutturali di indebolimento (weakening): A+ A,A;
contrazione (contraction); A,A = A; scambio (exchange): A,BF B, A (vedi Abrusci
(1991), Abrusci (2002) e Abrusci (2014)). Precisamente, il Calcolo di Lambek cor-
risponde al frammento moltiplicativo MNLL e puo ricevere sia una formulazione
intuizionista che una formulazione classica, come & dimostrato in Abrusci (1991).
Il sistema completo NLL ha il seguente alfabeto (Abrusci, 1991; Abrusci e Ruet,
1999):

Variabili Proposizionali : P,Q, ..

Costanti Logiche (bottom, one, true, zero): 1,1,T,0

Connettivi binari: moltiplicativi (times, par): ®, %
additivi (with, plus): &, ®

Connettivi unari (of course, why not): 1,?

Simbolo di sequente : -

Simboli ausiliari: (), -

NLL e il suo frammento moltiplicativo MNLL sono sistemi classici perche i se-
quenti possono avere pitt di una conclusione e valgono leggi logiche classiche
come le leggi De Morgan e una particolare formulazione delle leggi della Negazio-
ne. Si ha la seguente definizione di sequente nel calcolo ad una parte (one-sided
sequent calculus):

F T' & un sequente sse I" & una sequenza finita di formule di NLL (MNLL) .

Una proprieta distintiva della logica lineare non-commutativa e la presenza di due
negazioni:

— post-negazione di A = A+
— retro-negazione di A = LA

Esse sono introdotte mediante una definizione metalinguistica (Abrusci, 1991;
Abrusci, 2002). Su questa base, I'insieme delle formule di NLL e definito indutti-
vamente (per la corrispondenza con il Calcolo di Lambek, limitiamo la definizione
al frammento moltiplicativo MNLL):

ciascuna variabile proposizionale ¢ una formula di MNLL;

se A @ una formula di MNLL, AL, LA sono formule di MNLL;

se A e B sono formule di MNLL, A ® B & una formula di MNLL;
— se A e B sono formule di MNLL, A%®B & una formula di MNLL;

nient’altro & una formula di MNLL.
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Formule che contengono le due implicazioni “—o” and “o-" (corrispondenti alle
operazioni “\” , “/” del Calcolo di Lambek) possono essere tradotte in formule
di MNLL contenenti il connettivo % e una delle due negazioni. Se A e B sono
formule di MNLL,

— A —o B e tradotta dalla formula A1% B di MNLL ;
— B o— A & tradotta dalla formula B%1A di MNLL .

Queste traduzioni richiamano la definizione del connettivo di implicazione della
logica proposizionale nei termini della disgiunzione e della negazione, e svolgono
un ruolo fondamentale nella costruzione delle dimostrazioni assicurando la tran-
sizione dai tipi logici implicazionali del Calcolo di Lambek a tipi classici definiti
nei termini dei connettivi duali par: % e times: ®, e delle due negazioni lineari.
Una proprieta caratteristica dei sistemi NLL, MNLL e 'architettura simmetrica in
base a cui le leggi classiche di De Morgan valgono per insiemi duali di connettivi
ed in particolare per i connettivi % e ®, che qui riportiamo :

Leggi De Morgan

(A®B): = BLwAL,
L(A®B) = 1B®tA,
(A®B)t = BL® AL,
LA®B) = 1B®LA.

La distribuzione della negazione sulle due sottoformule ha 1'effetto di cambiare il
connettivo nel suo duale invertendo 1’ordine delle formule:

AL 3B+ = BtoAalt BR1LAL = A®BL,
LAt®B) = BoA TBx+tA) = LtA® 1B,
At ®B)t = B*®ALL  BoltAL = ARBL,
LA+t ®@B) = 1B®A LB®+tA) = LA LB,

La negazione lineare ¢ una operazione involutiva: nel calcolo dei sequenti a due
parti (two-sided sequent calculus), la retro (post)-negazione di una formula di MNLL
che occorre in un sequente, ha I'effetto di spostare tale formula sul lato opposto del
simbolo di sequente. Se la formula ¢ una premessa, la sua retro (post)-negazione
sara una conclusione, e viceversa; questo scambio di ruoli, che esprime la dualita
premesse-conclusioni, rispetta 1’ordine mostrato qui sotto:

ATEA () rEAA L
r-AL A LA THA

MBEA . FEAB ()
rFA,B rBL-A

Dalla definizione delle due negazioni in MNLL segue che la legge logica della
doppia negazione vale solo per le negazioni simmetriche: +(A'1), (tA)*, mentre
le formule negate due volte sullo stesso lato non possono essere ridotte a formule
positive:
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Leggi della Doppia Negazione
L(AL) — (LA)L =A,
THA) £ (AT #£A

Il seguente teorema & dimostrabile nel calcolo dei sequenti a una parte di MNLL:

Se il sequente T, A & dimostrabile in MNLL, anche i sequenti - A++, T
e FT,+LA sono dimostrabili in MNLL .

In base a questo teorema nel sistema MNLL si danno due leggi cicliche della
negazione (cyclic negation laws) che consentono a una formula negata due volte
sullo stesso lato di essere spostata, indietro: ()= o in avanti: ++(), in un sequente:

Leggi Cicliche della Negazione

FLA s AT 1
FALT T, A

I calcolo dei sequenti ad una parte per MNLL include una regola Assioma, due
regole Cut, due regole per la congiunzione moltiplicativa ®, e una regola per la
disgiunzione moltiplicativa: ?B’

ASSIOMA

— id
FALA

REGOLE CUT

FLAT FALA
AT

FTLA FAAL A
AT, A

cutl

cut2

REGOLE ®

FLAT EBA FTA EABA o
FT,A®B,A,T’ FAT,A®B,A
REGOLA %

-T,A,B
FT,A3B

2

7Qui sono presentate le regole per le formule AL, le regole corrispondenti per le formule 1A
sono analoghe. Le due regole per Cut e @ servono per rendere conto del contesto.
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Un sequente I~ T' € dimostrabile in MNLL se e solo se c’¢ una dimostrazione di - T
in MNLL. La nozione di proof net svolge un ruolo fondamentale in logica lineare
(Girard, [1987): i proof nets sono grafi associati a dimostrazioni

Dal momento che una dimostrazione di un sequente corrisponde ad una de-
duzione da premesse I' = Ay, ... , Ay, a conclusioni A = By, ... , By, essa puo essere
rappresentata mediante un grafo orientato 7t di occorrenze di formule (i vertici di
7r), in cui ciascun vertice in 7t & la premessa di al massimo un link in 7t e la conclu-
sione di esattamente un link in 7. Girard (1987) definisce una classe di grafi con
queste proprieta come la classe delle proof structures della logica lineare moltiplica-
tiva (MLL) e mostra che ad ogni dimostrazione D di un sequente - I" in MLL puo
essere associata una proof structure (commutativa) @ (D) le cui conclusioni sono
esattamente le formule in I'. I proof nets per MLL sono quindi individuati come un
particolare sottoinsieme delle proof structures di MLL, quelle che non presentano
short tripsﬂ

Nella logica lineare non-commutativa MNLL, che risulta della esclusione della
regola strutturale dello scambio (exchange), i proof nets non-commutativi hanno una
buona proprieta geometrica: sono grafi planari, in cui i links non si intersecano. I
proof nets in MNLL sono costruiti per mezzo dei seguenti linkﬂ

LINK ASSIOMA

A AL
LINK CUT
(due premesse, nessuna conclusione)

A At

LINK ®
(due premesse, una conclusione)
A B

N/

A®B
LINK %%
(due premesse, una conclusione)

8Proof nets per il Calcolo di Lambek sono analizzati in Abrusci (1991) e Moortgat (1997). Le
proprieta dei proof nets non-commutativi sono studiate in particolare in Abrusci e Ruet (1999) e
Abrusci (2014).

9Per la spiegazione di queste nozioni e le relative dimostrazioni si rimanda a Girard (1987).

10Dj nuovo i links sono dati per formule AL corrispondenti links con formule LA seguono per
dualita e sono analoghi.



Atti del Convegno «Compter parler soigner» 11

A B

N/

A% B

Come si vede dalle regole per i connettivi di MNLL, il link-® connette due formule
che appartengono a contesti separati, mentre il link-%% connette due formule che
appartengono allo stesso contesto.

5. Calcolo di Lambek e logica lineare

I tipi sintattici del Calcolo di Lambek L possono essere tradotti in MNLL mediante
una procedura che sostituisce ciascuna formula con / 0 \ in una formula con una

appropriata sequenza di % e negazioni (), *(), iniziando dalle formule semplici
A\Be A/B:

A\B é tradottain A+ B,
B/A é tradottain B 3LA .

Su questa base si possono ottenere tipi piti complessi:

Verbo Intransitivo: v NP\S NP+% S

Verbo Transitivo: TV  (NP\S)/NP NP-+% S %-NP

Verbo Ditransitivo: DTV ((NP\S)/PP)/NP NP-+% S %L-PP %-NP
Sintagma Quantificazionale: Q S/(NP\S) S % (+S ® NP)
Sintagma Quantificazionale: Q, (S/NP)\S (NP ® ST) %S
Avverbio Intransitivo: IVA  (NP\S)\(NP\S) (St® NP+1) % NPL%' S

In L, il tipo IV dei verbi intransitivi e il tipo TV dei verbi transitivi sono introdotti
nel calcolo dei sequenti a due parti (a sinistra) o a una parte (a destra), mediante
le due implicazioni / e \:

IV:run  NP\SF NP\S run = NP\S
TV:eats (NP1\S)/NP, - (NP1\S)/NP, eats = (NP1\S)/NP,

In MNLL questi tipi sono introdotti come sequenti del calcolo ad una parte, in cui
la virgola corrisponde al “%":

IV: Frunt, NP+, S
TV: + eatt, NP+, S, INP

La definizione dei tipi del Calcolo di Lambek nei termini di % e delle due nega-
zioni ()*, 1(), ha l'effetto di rappresentare i posti per argomento di una categoria
funzionale (come IV o TV) secondo un ordine lineare, che permette di collegarli si-
multaneamente con gli argomenti appropriati; le modalita di tali connessioni pos-
sono essere adeguatamente rappresentante mediante i proof nets non-commutativi
di MNLL, come mostrato in questo esempio:
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the children eat apples
NP, NP; S NP, NP,

I N B

Questo grafo planare ha la buona proprieta di rappresentare simultaneamente le
due derivazioni, diverse ma equivalenti, in base a cui la stringa corrispondente
al verbo transitivo TV: eats viene combinata con i suoi due argomenti: il soggetto
NP; e il complemento oggetto NP»:

Figura 1. MNLL: Derivazioni di TV

I the — childrent,NP F eat+,NPL S, NP
F eat’, the —childrent,S, 1 NP - applest, NP
F applest, eat’, the — children',S ¢
the — children,eat,apples - S

cut

ut

Featt,NPL S, - NP I applest,NP
I the — children®, NP Fapplest,eatt, NPLS ¢
- apples®,eat’, the — children’,S
the — children,eat,apples S

ut

cut

Le due derivazioni equivalenti sono ottenute ciascuna mediante due cuts operati
in ordine inverso, prima il verbo transitivo & applicato al soggetto e poi all’oggetto,
e viceversa. Poiché in NMLL vale il teorema di cut-elimination, come provato in
Abrusci (1991), derivazioni cut-free possono essere date per ogni espressione lin-
guistica che si ottiene con cuts semplici, o cuts complessi che possono essere cosi
ridotti. In questo senso il calcolo dei sequenti ad una parte per MNLL rappresenta
una procedura efficiente per ottenere dimostrazioni mediante cuts.

6. Alcuni esempi linguistici

Consideriamo ora alcune applicazioni linguistiche che risultano dalla traduzio-
ne del Calcolo di Lambek nel frammento moltiplicativo della logica lineare non-
commutativa MNLL. In primo luogo, prendiamo in esame alcuni esempi relati-
vi al campo d’azione (scope) dei quantificatori (Montague, (1976; Benthem e Ter
Meulen, [1996), mostrando come si possa rappresentarlo mediante proof net non-
commutativi. Quindi viene proposta 1’analisi, sempre avvalendosi della geometria
dei proof net, di alcuni casi di contesti subordinati, conosciuti nella letteratura co-
me dipendenze illimitate (unbounded dependencies) (Van Benthem, [1991; Moortgat,
1997 Morrill, 2010; Morrill, [1994).
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6.1. Quantificatori

Poiche i proof nets in MNLL hanno la buona proprieta di rappresentare simulta-
neamente tutte le derivazioni equivalenti di una data stringa di parole, un proof
net puo essere associato all’insieme di tutte le dimostrazioni equivalenti di una
data stringa di parole (espressione o frase). Le ambiguita reali corrisponderan-
no quindi a proof net differenti, come nel caso delle ambiguita di campo d’azione
esemplificate da enunciati con quantificatori come ‘Every astronomer likes a star’
(‘Ogni astronomo ama una stella’), che ricevono due rappresentazioni diverse cor-
rispondenti al narrow scope (campo d’azione ridotto) vs. wide scope (campo d’azione
ampio) di ciascun quantificatore (vedi Montague (1976)).

Nel seguente esempio, i sintagmi quantificazionali ricevono il tipo D; e D, per
le rispettive occorrrenze pre-verbali vs. post-verbali e i due proof net sono grafi
planari in forma normale, con links paralleli:

LESSICO Dy : | every astronomer®, (S (+S ® NPy))
D, : Fastart, (NP; ® S+) % S)
TV : F likest, (NP{ ¥ S % LNP,)

every astronomer  likes a star
S (+S NPy) NP{ SLNP, (NP, St) S

L=

every astronomer  likes a star
S (1S NPy) NP{ SENP, (NP, St) S
e

La lettura narrow scope del quantificatore subordinato D,, associata alla lettura wide
scope del quantificatore principale Dy: ‘every astronomer is such that he likes a star’
(‘ogni astronomo ¢é tale che egli ama una stella’), e analizzata in MNLL come il
processo che inizia nel contesto del predicato verbale e termina nel quantificatore
principale, in cui occorre il tipo S non connesso da alcun link ad altri tipi.

D’altro lato, la lettura wide scope del quantificatore subordinato D,, associata
alla lettura narrow scope del quantificatore principale Dy, there is a star such that
every astronomer likes it (@ una stella tale che ogni astronomo la ama), ¢ analizzata
in MNLL come il processo che va dal soggetto principale, il quantificatore Dy, al
complemento verbale con il quantificatore D,, in cui occore il tipo S non connesso
ad altri tipi.

Ai due proof net corrispondono le dimostrazioni in Figura [2, nel calcolo dei
sequenti a una parte per MNLL. Vediamo dunque che i proof net della logica
non-commutativa rappresentano un metodo efficiente per inferire le proprieta di
campo d’azione dei quantificatori, a partire dall’informazione fornita dalle asse-
gnazioni di tipi sintattici agli elementi del lessico e dalle operazioni associate ai
connettivi di MNLL (Casadio e Lambek, 2002).
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Figura 2. MNLL : Quantificatori

Flikest,NP{,S,tNP, Fastart,NP,®S,S
[ astarl,likesL,NPf-,S

F everyastronomer®,S,1S® NP, = astari,likesL,NPll xS

cut

cut
Fastart, likes’, every astronomer™®, S

Qs
- i
every astronomer, likes, astart S (1)

Feveryastronomer®,S, L1S®NP; Flikes™, NPf—, S,ENP,

cut
Flikes™, every astronomer®,S,tNP,

Flikes',everyastronomer®,S % L NP, Fastart,NP,®S+

cut
Fastart, likest,every astronomer®, S

L .
. i
every astronomer, likes, astark- S (i)

6.2. Dipendenze frasali

Le dipendenze illimitate sono configurazioni di parole che presentano una rela-
zione a distanza tra due costituenti: un argomento che occorre in genere all’'inizio
della frase (filler) e una posizione originale di base, detta gap o posto per argomen-
to. Dato che questi due elementi non sono adiacenti e possono essere messi in
comunicazione attraverso un contesto relativamente ampio, hanno rappresentato
un problema per le teorie linguistiche e in particolare per le grammatiche dei tipi
logici (Ades e Steedman, [1982).

Le proprieta della logica lineare non-commutative e la sua architettura sim-
metrica consentono di delineare un nuovo modo per analizzare le dipendenze
illimitate, facendo ricorso alle proprieta della dualita ed al cambio di prospetti-
va che ne risulta. I seguenti sono alcuni esempi di interrogative con dipendenze
frasali che prenderemo in esame

a) Elisa wrote a letter to John (Elisa ha scritto una lettera a Giovanni)
b) Whom did Elisa write a letter to? (A chi ha scritto Elisa una lettera?)
c) To whom did Elisa write a letter? (A chi ha scritto Elisa una lettera?)
d) What did Elisa write? (Che cosa ha scritto Elisa?)

Nell’analisi che segue, assegnamo il tipo S alle frasi che sono enunciati, il tipo Q
alle frasi che sono domande, il tipo NP ai sintagmi nominali, il tipo DTV ai verbi
transitivi con un oggetto diretto e un oggetto indiretto, il tipo AUX all’ausiliare;
inoltre, consideriamo solo i pronomi interrogativi al caso accusativo whom, what,
che rimandano ad una posizione di complemento diretto o indiretto nella frase:

" Anche in questo caso ci avvaliamo di esempi della lingua inglese, in cui le dipendenze frasali
presentano una struttura tipicamente introdotta dai sintagmi-wh come who, whom, what, ecc.; si
vedano Ades e Steedman (1982) e Chomsky (1995)
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LESSICO NP : b Elisat, NP,
DTV : + writet, (NP ¥ S % LPP % NP,)
AUX: Fdidt, (Q & LINF % 1NP;)
WH: + whom*, (Q ® (-+NP; ® +Q)
P: F tot, (PP % -NP3)

Su questa base, i verbi transitivi DTV, come give o write, che prendono un oggetto
diretto DO e un oggetto indiretto IO, hanno la seguente struttura argomentale:

SUB]J DTV DO IO
NP; (NP{ S +PP 1NP,) NP, PP
L] I

l l

Essa e esemplificata dalla seguente dimostrazione nel calcolo dei sequenti ad una
parte:

Figura 3. MNLL: Dipendenza frasale

FElisat,NP; Fwrotel,NP},S,+PP,+NP,
cut
Fwrotet,Elisal,S,LtPP,LNP, Falettert,NP,
1 € . 1 € cut 1
Faletter—,wrote—,Elisa—,S,~-PP FtoJohn—,PP

FtoJohn',alettert,wrotel,Elisat,$
Elisa,wrote,aletter,toJohnt S

cut
s L

La dimostrazione e tutte quelle ad essa equivalenti corrispondono a questo sem-
plice proof net:

Elisa wrote aletter to John
NP; (NP{ S 1PP 1NP,) NP, PP
L L]

l l

La domanda relativa all’oggetto diretto DO si ottiene assegnando al pronome-wh
il tipo: (Q & (+1NP; ® +Q)); in base a questo assegnamento, la formula (++NP; ®
1Q) & duale della formula (Q % +NP;3) che risulta dalla composizione dei costituenti
della clausola con cui il sintagma-wh e in relazione, per NP; argomento della
preposizione to. La relazione di dipendenza si ottiene eseguendo il cut tra il 7-
link nella formula (Q% +NP;) della clausola principale e il ®-link nella formula
(++NP; ® 1 Q) del sintagma-wh. Nel proof net questo cut risulta nel lungo link che
connette il tipo a sinistra -+ NP3 al tipo -NP; nella parte finale della dipendenza
frasale{?

12La formula con due negazioni nel tipo del sintagma-wh & collegata alla posizione definita da
Chomsky come ‘traccia’ del movimento che 1’argomento ha compiuto per raggiungere la parte
iniziale della frase interrogativa, assumendo la forma di sintagma quantificazionale; vedi Chomsky
(1995).
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Whom did Elisa write a letter to?
Q(+*+*NP; Q) (QLINFLNP;) NP; (INFLPPLNP,) NP, (PPLNP3)

l | l

Per dimostrare il sequente Whom, did, Elisa, write, a-letter, to - Q, deriviamo il
sequente che include l'argomento *NP, a cui il sintagma nominale a-letter si
applica:
Fdidt,Q,~INF,+NP; Elisalt,NP;
F Elisat,did+,Q, - INF cut Fwritet, INF,LPP, L NP,
Fwritet, Elisat, did+,Q,1PP,L NP,

cut

Poi applichiamo gli argomenti NP, e PP:
Fwritel, Elisat,didt,Q,LPP,-NP, F aletter: NP, .
cu
+ alettert,write+, Elisat,did*,Q, PP F to+,PP,-NP;
Ftot, aletter!,writel, Elisat,didt,Q, - NP;

cut

Infine applichiamo il pronome relativo Whom alla formula risultante:
FWhom™,Q,(+-NP; @1 Q) F tol,aletter:,writet,Elisal,did’,(Q % LNP;3)

Ftol, alettert,writel, Elisat, didt, Whom=*,Q
Whom, did, Elisa,write, aletter,to - Q

cut

i)+

Il caso in cui la preposizione to occorre all’inizio della frase insieme al pronome-wh
segue lo stesso schema: la differenza e che il tipo (Q ® (+1PP ® +Q)) & assegnato al
composto lessicale to-whom e il B-link collega il posto per argomento di tipo +PP
dell’oggetto indiretto nel DTV e il tipo - PP nel sintagma—wh:

To whom did Elisa write a letter?
Q(+PPLQ) (QLINFLNP;) NP; (INFLPPLNP,) NP,

l l

La forma interrogativa dell’'oggetto diretto DO si ottiene assegnando il tipo (Q %
(++NP, ® +Q)) al pronome-wh, in cui la formula (++NP, ® +Q) risulta duale della
formula (Q%1NP,), che corrisponde alle clausola in cui manca l'oggetto diretto
cui si riferisce il pronome relativo:

What did Elisa write?
Q(*++NP,1Q) (QLINFLNP;) NP; (INELNP,)
L] L]
l |
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7. Conclusioni

In questo lavoro abbiamo cercato di mettere in luce, con l'aiuto di alcuni esempi,
il ruolo innovativo che puo essere assolto dalla logica lineare non commutativa
nello studio delle proprieta formali delle lingue naturali. In particolare, abbiamo
cercato di mostrare che le grammatiche dei tipi logici possono essere riformulate
e considerate sotto una nuova luce nei termini delle rappresentazioni geometriche
offerte dalle reti di dimostrazione (proof nets) della logica lineare non commuta-
tiva. Queste strutture, come risultato dell’interazione delle due negazioni e dei
connettivi duali %, ®, costituiscono un contesto dinamico per la rappresentazione
del linguaggio naturale, nel quale una sequenza di formule (un enunciato) puo
essere considerato da diversi punti di vista.

In un articolo del 1999 Lambek (1999) ha presentato la formulazione di un
nuovo calcolo per 'analisi logica delle lingue naturali, da lui definito calcolo dei
pregruppi o Pregroup Grammar. Non entreremo qui nei dettagli di questo calco-
lo che rappresenta un’alternativa innovativa del Syntactic Calculus del 1958; per
gli aspetti teorici e le applicazioni linguistiche si vedano in particolare: Lambek
(2008), Casadio e Lambek (2001), Casadio e Lambek (2002) e Casadio e Lambek
(2008). Come il calcolo sintattico era basato sulla operazione di residuation e su
monoidi residuati, il calcolo dei pregruppi si basa sulle nozioni di compact closed
category e aggiunto, riformulando in questo contesto le proprieta della logica li-
neare non-commutativa moltiplicativa (Casadio e Lambek, [2002; Lambek, [2004;
Lambek, 2001} Lambek, [2008).

Un aspetto caratteristico del calcolo dei pregruppi € la definizione di categoria
che ammette due aggiunti, un aggiunto di destra (right adjoint) e un aggiunto
di sinistra (left adjoint) in modo analogo alle due negazioni della logica lineare
non-commutativa, precisamente:

post-negazione di A = AL vs. aggiunto di destra di A = A"
retro-negazione di A = -A  vs. aggiunto di sinistra di A = A'

Per via della semplificazione ottenuta nei processi di computazione, il calcolo dei
pregruppi e stato applicato in breve tempo a numerose lingua naturali: inglese,
italiano, francese, tedesco, polacco, persiano, giapponese e molte altre (Casadio
e Lambek, 2008; Lambek, 2010; Sadrzadeh, 2008). Le proprieta del calcolo sono
attualmente oggetto di studio, ma & importante sottolineare la caratteristica fon-
damentale di questi sistemi: 1’attenzione verso 'ordine delle risorse che vengono
prese in considerazione. Tale sensibilita all’ordine, che risulta della soppressione
della regola strutturale dello scambio, si riflette nella presenza di due negazioni
(due aggiunti) e nella conseguente architettura simmetrica e planare delle reti di
dimostrazione (proof net).
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